7. ea. Hatarozott integral

b
Jelolése: J- f (X)dx

Legyen f(x) korlatos az [a, b] intervallumon.
Osszuk fel az [a, b] intervallumot n (nem feltétlentil egyenld) részre. Jeldlje az osztopontokat
novekvo sorrendben X,,X,,...,X, ,. Legyen tovabba a=x, és b=X,.

Definicio: A D" f(&)(x —x.,), ahol X, <& <X,
i=1
Osszeget integral kdzelitd dsszegnek nevezzik.
Definicio: Az s, => m(x,—x,_,),ahol m = {nf f(x)
=1 xelxi—1.xi]

Osszeget also kozelitd dsszegnek nevezziik.

Definicié: A S, ="M, (x, =), ahol m; = sup f(x)

1
i=1 xe[xi_1,% ]

Osszeget felsé kozelitd dsszegnek nevezziik.

Lemma 1. Ha az [a, b] intervallum egy meglévo felosztdsahoz 01j osztépontokat vesziink, akkor
az als6 kozelitd 6sszeg monoton nd (nem csokken).

Lemma 2. Ha az [a, b] intervallum egy meglévo felosztasahoz 0j osztopontokat vesziink, akkor a
felso kozelitd 6sszeg monoton csdkken (nem nd).

Lemma 3. Nincs olyan als6 kozelité 6sszeg, amelyik nagyobb lenne mint egy felsé kozelitd
Osszeg, azaz tetszOleges més nesetén S, <S, .

Kovetkezmény: sups, <inf§S, .

Két eset lehetséges tehat: vagy sups, <inf S, vagy sups, =infS, .

Az elsd esetben, azaz ha sups,, <inf S, az f(x) fliggvény nem integralhato6 az [a, b]
intervallumon.

A masodik esetben, azaz ha sups,, =inf S az f(x) fliggvény integralhato az [a, b] intervallumon

b
és ekkor definicio szerint I f (x)dx =sups,, =inf S, .

Példa integralhat6 fiiggvényre: konstans az [a, b] intervallumon.

, ) . . , 0 ha x irracionalis )
Példa nem integralhato fiiggvényre: d(Xx) = ... a[0, 1] intervallumon.
1 ha x racionalis

Tétel. Az [a, b] intervallumon monoton és korlatos fliggvény integralhato.
Egyenletes felosztas és monoton novo fliggvény esetén:

S, =Zn:Mi(xi _XH):Zn: f(xi)b_a es s, :Zn:mi(xi _XH):Z”: f(Xil)b;na-

n
Tehat S, —s, :b_Ta(f(b)— f(a)).




Tétel. Ha az f(x) fliggvény integralhat6 az [a, b] és [b, ¢] intervallumokon, akkor integralhat6 az
[a, c] intervallumon is, és

jl f (x)dx +j' f (x)dx :JC‘ f(x)dx.
a b a

Newton - Leibniz tétel:
Ha f(x) folytonos az [a, b] intervallumon és F(X) az egyik primitiv fiiggvénye, azaz

F'(x) = f(x), akkor j f (x)dx = F(b)— F(a).

Sir Isaac Newton (1643-1727)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Bizonyitas:
X

A tétel allitdsanal tobbet is bizonyitunk, nevezetesen azt, hogy az |, (X) = j f (t)dt tgynevezett
a

integralfiiggvény x-szerint (azaz a felsd hatar szerint) differencialhato és derivaltja éppen az

integrandus f(x) fliggvény.

x+h x+h

d | e Js O =100 !f(t)dt—if(ﬂdt_ | '[f(t)dt
& a( )_lg_I;%’l h _llm h _11mT

h—0

Ez utébbi tort az integral definicioja alapjan becsiilheto:

x+h
j f (t)dt
min f® < XT <max f@t). Mivel h— 0 esetén az f(x) fiiggvény folytonossaga

[x,x+h] [x,x+h]

miatt i min f ) = 1im max f @) = f(x), ezért %Ia(x) = f(x).

[x,x+h] [x,x+h]
Tehat 1,(x) az f(x) egyik primitiv fliggvénye, mégpedig az, amelyik az a helyen zérus, mivel

I, (a)= J. f(t)dt = 0. Felhasznalva, hogy a primitiv fiiggvények csak konstansban

kiilonbozhetnek, legyen F(X) egy tetszOleges primitiv fiiggvénye f(x)-nek, ekkor
I,(X) = F(x)-F(a).Kovetkezés képpen

b
jf(t)dt =1,(b) = F(b)— F(a).

Improprius integral

korlatos az f(x) fliggvény. Most azokra az esetekre tériink ra, ahol ezen a feltételek valamelyike
nem teljesiil.



Definicio:
a) eset: az intervallum nem véges

j f(0)dx=]im j f (x)dx

D—0 g

j f(x)dx = hmj f (x)dx

aA—>—0 o

j f (x)dx =I f (x)dx +J f (x)dx

b) eset: A fliggvény nem korlatos.
Tegytik fel pl., hogy az f(x) fﬁggvény a-ban nem korlatos. Ekkor

j f()dx = [im j f (x)dx .

>0+ a4

Ha pedig az f(X) fliggvény b- ben nem korlatos, akkor

j f()dx = [im j f (x)dx .

>0+ 3



